TS DEVOIR SURVEILLE 1 (2 heures) 2003/2004

La calculatrice est autorisée. Les cinq exercices sont indépendants.
Une grande part de la notation sera accordée a la rédaction et aux justifications données (plutét qu'au résultat lui-méme)

Dans les exercices 3, 4 et 5, une question non démontrée peut étre admise et utilisée pour les suivantes.

Exercice 1 (3 points)

Dans chacun des cas, étudier lalimite de la suite proposée :
_5n°+2n-4
n+n’+1
_ 2dnn+3
" n+1
5n-2"

Exercice 2 (2 points)

Démontrer par récurrence que, pour toutn € N', ona :

k=1

k=1 k=

2
n n n
k3= | Sk Rappd - k= MY
Se-[34 S

Ou, s vouspréférez: 13+ 2°+ 3%+ .+ n°=(1+2+3+...+n)?

Exercice 3 (4 points)

On considére la suite (u,) définie par :

pour ne N

1. Démontrer que, pour toutn € N, on a:
O<u, <3

2. On considére la suite (v,) définie, pour tout n e N, par :

Démontrer que la suite (v,) est géométrique.
Exprimer v, en fonction de n. En déduire lalimite de la suite (vy).

En déduire lalimite de la suite (up).
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Exercice 4 (3 points)
Un client dispose, au 17 janvier 2000, d'une somme de 1000 € qu'il dépose sur un compte. La banque rémunére
a 5% d'intéréts annuels toutes les sommes déposées et verse ces intéréts sur le compte tous les 31 décembre de
chaque année. De plus, le client décide de rajouter 950 € tous les 31 décembre de chaque année. On désigne par
Un (n e N) la somme disponible aprés n années écoul ées depuis le 1% janvier 2000, ainsi Uy = 1000.
1. Calculer uy, u; €t us.
2. Etablir, pour tout entier n € N, larelation :

Uns1 = 1,05 u, + 950
3. Exprimer u, en fonction de n. (On pourra chercher a te que o = 1,050 + 950 et poser v, = U, — o)

Que serale capital du client aprés 10 années écoul ées depuis le 1% janvier 2000 ?

Exercice 5 (8 points)

Soit f lafonction définiesur R™ par :

f(x) = % (x+§)

(x_@)(ZH&)

1. Démontrer que pour tout x € R*, on a:

f(¥)=

En déduire le tableau de variations de f sur R”.

2. On considéere la suite (uy,) définie par :

Upyp = f(un)
a) Calculer uy €t Uy. (On donnera les résultats sousforme de fraction puis sous forme décimale arrondis 2 10°° prés)
b) Démontrer, par récurrence, que pour tout n € N, on a:

3
\/§<un+l<un< E

(On pourra utiliser le sensde variation de f sur un intervalle que I'on précisera)

En déduire que la suite (u,) est convergente.

c) Démontrer que, pour toutn € N :
1
Uni1 — \/E < E (un _\/E)
d) En déduire, par récurrence, que pour toutn € N ;

0<U,—+2< (%)n (u—+2)

€) En déduirelalimite delasuite (uy).
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TS DEVOIR SURVEILLE 1 : CORRIGE 2003/2004

Exercice 1 (4 points)

Suite (an)
3 2 4 2 4
. sivan-a_ (% p) S
Ona: =— = 15 - 11
n"+n"+1 n3(1++3) 1+=+—
n n n n
. 1 o .
Or, lim —=0pourtouta € N, dou: lim a,=5
n->+o N N—+00

Remarque : on pouvait auss utiliser larégle suivante "lalimite d'une fraction rationnelle en +oo (Ou —0) est

égale au quotient des termes de plus haut degré’, ains :
3

lim a,= lim 2% =5

N>+ no+o
Suite (by)

Nous savons que pour tout n e N : -1<snn<l1
En multipliant par 2 : -2<2snn<?2
En ajoutant 3 : 1<2snn+3<5

En divisant par (n+ 1), qui est une quantité strictement positive :

1 < 23inn+3< 5
n+1 n+1 n+1

Or, lim ! lim 5 =0.
no+o N4+1 no+o N+1
Du théoreme des "gendarmes’, on déduit : lim b,=0
N—+o
Suite (cy)

En divisant numérateur et dénominateur par 5", on obtient :

2 n
_§—TZL{§

CE 1+(2)”
5

n
Or, nous savonsque |lim (%) = 0 (limite d'une suite géométrique de raison é e]-1;1])

nN—>+x

D'ou : limc,=1

nN—>+0

Exercice 2 (2 points)

On considére la propriéé ¢, définiepour n € N, par :

n n 2
o(n) : Zk3= (ZkJ
k=1 k=1

e Ona p(1) puisque 1* = 1% Lapropriété o est doncinitialisée au rang 1.
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e Montrons que, pour toutn € N : )= ph+1)

On utiliseici lareation:
Soit n e N, Supposons ¢ () : z (z k} = M Z”:kz n(n + 1)
2
n+1 n
p(n) 2 2
Onadors: =Y kP (n+1) = #ﬂnﬂf
k=1

En factorisant par (n + 1)2 :

n+1

o (D rans ) (1)’ (ne2) ()
4 4

k=1
Cequiest p(n+1).
On adonc bien montréque pour toutn e N: p(n) = p(n+1)
Lapropriété g est donc héréditaire a partir du rang 1.

Bilan: o estinitialiste aurang 1 et héréditaire a partir du rang 1, donc elle est vraie a partir durang 1 :
” (e’
1
zk3: ( k} = &
k=1 z

Exercice 3 (4 points)

1. On considérela propriété ¢, définiepour n e N, par : Lacondition 0 < u, < 3

M :0<u, <3 entrainera u, = —1 et donc
nous assurera que la suite

e Commeuy=3,0na g(0). Donc ¢ estinitialiste au rang 0. (1) est bien définie

e Montronsque g est héréditaire a partir du rang 0.
Soit n € N. Supposons g (n) : O<u,<3
En gjoutant 1 : 1<1l+u, <4

Par décroissance delafonctiont % sur ]O ; +oof (et doncsur [1; 4]), il vient :

1 1
1> = —
l+u, 4

- 1
Multiplions par 2 : N S Uy <2
D'ou : O0<Uy <3

Cequi est p(n+1).

Lapropriété g est donc héréditaire a partir du rang O.
Bilan : la propriété o est initialisée au rang O et héréditaire a partir du rang 0. Du principe du
raisonnement par récurrence, on déduit qu'elle est vraieatout rangn € N.
On adonc bien, pour tout n € N : oO<u, <3

2. Pourtoutn e N,ona:

2 -1 Lesquotientsen jeu dansles
Vg = Upy=1_ 1+u,  1-uy, 1wu-1 1 Vi calculs ci-contre ont bien un sens
Up;y +2 LJFZ 4+ 2u, 2u+2 2 car 0 < U, < 3. On ne peut donc

L u, pasavoir uy=—1ni u,=-2.
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Ce qui prouve que la suite (vy,) est géométrique deraison q = —% .

Onadonc:
2
vl < 5 < 1

n
3. Onadonc, pour toutn € N : Vn=Voq" = éx(—%)
1 ] . 1\"
Comme-=€¢]-1;1],ona: lim|[-—=| =0
2 N—+ow
D'ol : lim vp,=0

: 1 P
4. Delardationv,= Un 2,ondedwt: Vo(Up+2) =uy—1

u, +

U(Vn— 1) =-2v, -1

: 1+2y,
Et comme v, = 1 (puisque [v,| < 1) : Un = 1+ V“
“Vn

Commeonavuque lim v,=0,il vient : limu,=1

n—+oo N—+o0

Exercice 4 (3 points)

. L 5
1. Ona: U = ital au ler janvier 2001 = | 1+
1 = Cap J ( 1000

) x 1000 + 950 = 2000

Deméme: U, = 1,05u; + 950 = 3050
us = 1,05u, + 950 = 4152,50

2. Lecapital aprés (n + 1) années sobtient en augmentant le précédent de 5% et en gjoutant 950, d'ou :

Un1 = 1,05 U, + 950

3. Soit o l'unique réd vérifiant : o = 1,05a + 950
Onadonc: o = —19000
Posons Vp=Uy— o

En soustrayant, membre & membre les deux égalités suivantes :
{uml =1,05u, + 950

o =1,050 + 950
on obtient : Unyy — a = 1,05(u, — o)
Cest-a-dire: Vi1 = 1,05v,

Ceci éant valable pour tout n € N, on en déduit que la suite (vy,) est géométrique deraison 1,05 d'ou :

Vp = Vo x 1,05" = 20000 x 1,05"
D'ou: U = 20000 x 1,05" — 19000
Le capital du client aprés 10 années écoul ées depuisle 1% janvier 2000 est :
U0 = 20000 x 1,05™ — 19000 ~ 13577,89 euros

Exercice 5 (8 points)

Soit f lafonction définiesur R" par :

f(xX) = % (x+§)

1. Pourtoutx e R",ona:

Remarque : cette
fonction f estimpaire.
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. 1 1 2_9o x—~2)(x++2
g o

Tableau de variationsde f sur R :

X —0 —\/E 0 \/E +00
0

sgnedex—+2 - - - +
sgnedex ++2 - 0 + + +
SignedeZXZ + + 0 + +

signedeladérivée f*

0 - - 0 +

+
2 +00 +00
variationsde f
N N\

Judtification dessignes:

x—\/E >Oc>x>\/§

X+ \/E 20 <o x> —\/E
Un carré et positif ou nul

Ne pas oublier de compl éter
le tableau de variation avec
lesvaleursdeslimites et

des éventuels extremums.

Leslimites: lim f(X) =40 car lim g=O e lim X=+w

X—>+00 X—>+0 X X—>+00

. .2 .
[im f(x)=+w car lim ==+ & lim x=0
x—0" x—0" X x—0"

Leslimitesen —o et O° sen déduisent facilement en utilisant lefait que f est impaire.

2. On considéere la suite (uy,) définie par :
3
UO = E
Upyp = f(un)
a u = 17 1,41667 ; U, = 57 1,41422 410 prés d'aprés la calculatrice.
12 408
b) Notons g lapropriété définie, pour n € N, par :
3
go(n) :\/§<un+l<un < E
Montrons que g estinitialisteaurang0:
Comparons les carrés des nombres uy, U €t V2
(V2 =2- 28 28 o 9 34
144 144 4 144
- 2_2_2_9
D'ou : O<(«/§)<ul<u0<zr
Par croissance de I'application t > ~/t , nous obtenons:: Attention, engénﬁza' :
2=
3 Je =
0<2<u<up< = Lorsguet > 0, celadonne vt? =t
. 2 Lorsguet < 0O, celadonne iz =t
D'ou o (0).
Montrons que g est héréditaire a partir durang O :
Soit n e N. Supposons @ (n) : N2 <ung<u, < g
Comme f est strictement croissante sur [\/5 ; g], nous avons :
3
1(V2) < i) < S0 < 1 3)
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17

or, f( ) \/_ f(Uni1) = Unyz, f(Un) = un+1af( ): o

//\

o 3
D'ou: \/E <Up2 <Upyi S 1_ E
Cequi est p(n+1).

Bilan: onabien, pourtoutn e N: 42 < Upy < Uy < g

En conséquence, la stiite (u,) est décr oissante et minor ée (par ~/2) donc conver gente.

c) Pourtoutne N,ona:

1 2 1 1
Un1 — \/_: _(un"'_j_ \/_: —Un+ __\/E
2 u 2 u,

n

Or, d'aprés la question b), on sait que: V2 <u,
Par passage al'inverse: i<£
u, 2
DIOU: un+l_\/§<%un+72_\/§

1. 2
Uni1 — \/§<§un_ 7

1
Uny— 2 < > (u,—+2)
d) Soit g lapropriété définie, pour n € N, par :

p(n):0<u,- V2 < (%)n (uo—«/i)

0
e Ona:0<uy—+2 < (%) (u—+2) dor (0).
e Soitn e N. Supposons ¢ (n). Alors:

2.b) 29 q

0 < uml—\/z < —(un—«/é) p(sn) Ex(i)n (uo—«/i)

Cequi est p(n+1).

Bilan : on abien, pour toutn e N :

0<U,—+2< (%)n (u—+2)

N—+co

n
€) Comme lim (%) =O(puisque%e]—1;l[), nous avons :
1)’ N
i 5] (w-v2)=0

Du théoreme des gendarmes, on déduit : lim u, =2

N—+co
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