TS DEVOIR SURVEILLE 3 (2 heures) 2003/2004

La calculatrice est autorisée. Les 5 exercices sont indépendants.

Une grande part de la notation sera accordée a la rédaction et aux justifications données (plut6t qu‘au résultat lui-méme)

Exercice 1 Reglesde calculs (4 points)

Simplifier au maximum chacun des nombres proposés :

A= In(\/%)— %InS

8= In(v6-1) + In(v6 +1) - In(v100) - In

8In4
§In16
et

o [+~ -]

C=

Exercice 2 Envrac (4 points)

Toutes les questions suivantes sont indépendantes

1. Résoudre I'inéquation : (InX)*-29Inx+198<0
2. Démontrer que pour tout x O R : 2x < e

3. Résoudre I'équation différentielle: y' =5y sachant que y(0) =3

- +
4. Etudier lalimite suivante im 0*D
X — +0o0 X

Exercice 3 Déermination de I'expression d'une fonction (3 points)
On considére une fonction f définie, sur R, par :
f(x) = (@x®+bx+c)e™®
On note C sa représentation graphique dans un repére (O, 1,7 ).
On sait que la courbe C passe par le point A(O ; 1) et qu'elle admet une tangente paraléle a (Ox) au point
d'abscisse 1. On sait aussi que f'(0) = —6.

Déterminer les coefficients a, b et c.
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Exercice 4 Unefonction de Gompertz (4 points)

On considére lafonction f définie, pour x 0 R, par :

f9=e*"
Calculer £(0).
Etudier leslimites de f en —oo et en +oo.

Calculer ladérivée f' de f. En déduire e tableau de variations de f.

A wDd P

Déterminer une équation de latangente T ala courbe C; au point d'abscisse X, :% In2.

Exercice 5 Injection d'une substance médicamenteuse (5 points)
Lorsgu'on injecte dans le sang d'un malade une quantité Q(0) d'une substance médicamenteuse, celle-ci est
progressivement éliminée, a chague instant t (exprimé en heures), avec une vitesse proportionnelle a la quantité
restante Q(t) de cette substance. On adonc :
Q'(t) = -aQ(t)
(ou a est une constante strictement positive)

1. Exprimer Q(t) en fonction de Q(0), a et t.
2. Onsuppose que Q(0) =50mg. L™

Au bout d'une heure, il ne reste plus que 25 mg . L™ de substance médicamenteuse dans |e sang du patient.

Calculer a.
3. Dans cette question, on suppose dorénavant que pour tout t O R :
Q(t) =50e™'"?
a. Déerminer lalimite de Q lorsque t tend vers +oo. Etudier e sens de variation de lafonction Q sur RY.
b. Tracer lacourbe C représentant lafonction Q sur RY.

c. Pour maintenir le traitement, on réinjecte, toutes les heures, 50 mg . L™ du médicament dans le sang du
malade. On note R, la quantité de substance présente dans le sang aprés n heures (immédiatement apreés la

nouvelle injection).

Onadonc Ry, = Q(0) =50 &t R, = Q(1) + 50 = %R0+50275mg.L'1.

(i) Démontrer quepourtoutn N : Ryg= % R, +50
(ii) Exprimer R, en fonction de n. (On pourra chercher a tel que a = %a + 50 et poser v, = R, — Q)

(iii) En déduire lalimite dela suite (R,).

Donner une interprétation de cette limite.

TSDS3 Page 2 G. COSTANTINI



TS DEVOIR SURVEILLE 3 : CORRIGE 2003/2004

Exercice 1 Reglesde calculs (4 points)

Simplifier au maximum chacun des nombres proposés :
A= In(V/80) - Lins= 1(|n80—|n5): Lin16=1n4a
2 2 2
B= In(x/€—1)+ In(x/€+1)— In(x/@)— In%: In((\/é—l)(x/6+1))—ln 10+In8=In5+In8-In10=1In4

8ln4 8In4 8In4 8In4
= = = =In4

C= = =
3 2ina "2 @)

et e?
D= In[(ex+e‘x)2—(ex—e‘x)2}: In(e2x+2+e—2x_e2x+2_e—2x):|n4

OnremarquequeA=B=C=D=1In4

Exercice 2 Envrac (4 points)
1. Contraintes: I'inéquation proposée n'a de sens que pour desréelsx 0 R,
Posons X = In x, ains notre inéquation équivaut a:
X? - 29X +198<0
Il Sagit & d'une inéquation du second degré. Son discriminant est A = b? — 4ac = 49 = 7.

Comme A est strictement positif, e trindme X2 — 29X + 198 posséde deux racines réelles qui sont :

X, = —b—«/E:ll e X, = ﬂ:lg
2a 2a
On en déduit lafactorisation suivante :
(X-11)(X-18) <0
(Inx-11)(Inx-18) <0
Etudions le signe de chaque facteur al'aide d'un tableau :

X 0 et e'® +o0 | Justification des signes
signede (Inx - 11) - 0 + + INx-11>0 - x=>e"
signede (Inx - 18) - - 0 + INx-18>0 « x=>¢e®

signe du produit + 0 - 0 +
Conclusion : S=1et; e
2. Ontiliselafonction f définiesur R par:  f(X) = € —2x

Cette fonction f est dérivable sur R (car différence de fonctions qui le sont) et pour tout x 0 R, ona:
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fX)=¢e"-2
Ona: f)=20 « €-220« &=>2
Et comme la fonction In est strictement croissante sur RY, ona:
€=>2 - x=1In2

Lafonction f est donc strictement croissante sur [In 2 ; +oo[ et strictement décroissante sur ]—o ; In 2].

Elle admet donc un minimumenIn 2 égal a:
f(ln2)=€"?-2In2=2(1-1n2)>0 car 2<e
Donc lafonction f est positive (méme strictement) sur R (puisgue son minimum I'est), d'ou pour tout x O R :
e-2x=>0
x <e

3. Onrappelle que les fonctions solutions de I'équation différentielle y' = ky sont dele forme::
y(X) = Ae®

Laconstante A se calculant al'aide d'une condition initiale. Ici, on obtient :

y(x) = Ae>
La condition y(0) = 3 nous donne : A=3
Finalement : y(X) = 3e>

4. On seraméne ades limites connues en écrivant :

In(x+1) _ In(x+1) » X+1

X x+1 X
On sait que:
. In(x+1 . InX
lim M:0 (car lim ——=0)
X — +00 X+ X o+ X
lim ——= =1 (lalimited'unefonction rationnelle en + est égale & lalimite du quotient des termes de plus haut degré)
X — +00 X
N . . In(x+1
D'ou, par produit : lim M:O
X — 400 X
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Exercice 3 Déermination de I'expression d'une fonction (3 points)
Lacondition "C passe par A(O ; 1)" setraduit par :

f(0)=1
Cest-a-dire: c=1

Pour exploiter les deux autres conditions, calculons ladérivée f' de f :

— 2
Lafonction f est du type: f=uv avec u(x) = ai(x thx+e
v(x) =e
Onadonc: f'=uv+uv
Ce qui donne: f'(x) = (2ax +b) e*+(ax?+bx+c) x (-e™¥)

Factorisons par € *, puis réduisons::
f'(X) = (-ax?+ (2a-b)x+ (b —c)) e*
La condition "C admet une tangente paralléle & (Ox) au point d'abscisse 1" se traduit par : f'(1) =0

D'ol ; (-a+(2a-b)+(b-c) e'=0
Clest-a-dire: (a-c)el=0
Or, etz 0donc: a=c=1

Et enfin la condition f'(0) =-6donne: b-c=-6 doub=c-6=-5
Conclusion : f(X) = (x*-5x+1) e

(a=1;b=-5etc=1)

Exercice 4 Une fonction de Gompertz (4 points)

1
e

1. f(O)=e?=

. - . - Lo g3
2. lim €®=+cdonc lim —2e*=-c.D'o0: lim €% =0

X 0 X 0 X~ o
lim e®=0donc lim —2e®=0.D'od: Iim €2 =1
X = +oo X — +00 X - +o0
3. festdelaformef = &' avecu(x) = -2e™3.
Onadonc f'=u'e", cequi donne:
F(X) = -2 % (-3) o3 e—2e‘3x =6 e—3x—2e'3x

Lafonction f est donc croissante sur R.

X —00 +00
Signede f'(x) +
1
Variationsde f /
0

. R . 1 .
4. Uneéquation de latangente T ala courbe C; au point d'abscisse 3 In 2 est donnée par :
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Tiy:f(m?z] +,«-('%2J (X_In?zj

T:y=€e'+6x Letx (x—ln—zj
2 3

T:y=e’(1+3x-1In2)

_ 3x+1-In2
e

T:y

Exercice 5 Injection d'une substance médicamenteuse (4 points)
1. On rappelle que les fonctions solutions de I'équation différentielle y* = ky sont de laforme y(t) = A€’ ol A est
une constante (qui est en fait égale ay(0)). Nous avonsdoncici :
Q) =Q)e™
2. Onsuppose que Q(0) =50mg. L™

On adonc Q(1) = 25, d'olt : 25=50e?
=2
a=In2

Finalement, on a explicité lafonction Q :

Q(t) =50e "2

3. a Commeln2>0,o0na: lim -tIn2=-c0
t - 40
D'ol lim e—tln2:o (car lim eX:O)
t - 40 X 0
On sait que: Q'(t):_aQ(t):_50|n2e—tln2 <0

Donc Q est décroissante sur R

b. Voir ci-dessous.
c. (i) R,estlaquantitéde substance médicamenteuse présente dans le sang du malade aprés n heures.
Aprés sétre écoul é une heure supplémentaire, il reste dansle sang :

-n2_ 1
R.e "= 2Rn

Comme on réinjecte 50 mg . L™ de produit, on abien :

Rua= - R, + 50
2
. 1
(i) Recherchonsa tel que: = Ea +50
o =100
Posons : vp=R,—a
Onadonc: Ry = %Rn+50
a= 101+50
2
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En soustrayant membre & membre, il vient :

V, = 1V
n+l— S Vn
2

Lasuite (v,) est donc géométrique deraison g = % . Comme vy =Ry, — 100 =-50, on a:

n
V, = —50 x (lj
2

n
D'ou: Rn:vn+a:100—50><(%)

(ili) Comme (v,) est géométrique deraison g = % 0]-1; 1], elle converge vers 0.

On en déduit que la suite (R,) converge vers 100
A long terme, ce systtme de réinjection permet de stabiliser la quantité de substance

médicamenteuse & 100mg . L™ dans le sang du malade.

QM /
50
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